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Riesz’scher Darstellungssatz

Es sei K ⊂ R
d kompakt und ϕ : C(K) → R stetig und linear. Dann gibt es genau ein endliches

Borelmaß µ auf K, sodass ϕ(f) =
´

K
f dµ für alle f ∈ C(K).

Satz von Stone-Weierstrass

Es sei K ⊂ R
d kompakt und U ⊂ C(K) ein Unterraum derart, dass 1 ∈ U und für f, g ∈ U

auch f · g ∈ U . Falls es ferner für alle x, y ∈ K, x 6= y, ein f ∈ U mit f(x) 6= f(y) gibt, so ist U
dicht in C(K).

27. Es sei Ω ⊂ R
d offen und beschränkt mit C1-Rand und äußerer Normalen ν : ∂Ω → R

d.

(a) Zeige, dass die Menge {u|∂Ω : u ∈ C1(Ω)} in C(∂Ω) dicht ist.

(b) Es sei ϕ : C(∂Ω) → R stetig und linear, sodass ϕ(gνj) = 0 für alle g ∈ C(∂Ω) und
j = 1, . . . , d. Zeige, dass ϕ = 0.

(c) Zeige, dass es höchstens ein endliches Borelmaß σ auf ∂Ω gibt, sodass
ˆ

Ω
(Dju)(x) dx =

ˆ

∂Ω
u(z)νj(z) dσ(z)

für alle j = 1, . . . , d und u ∈ C1(Ω).

Für die nachstehenden Aufgaben fixieren wir folgende Bezeichnungen: Für d ∈ N und r > 0 sei
B(0, r) := {x ∈ R

d : |x| < r} und es bezeichne σr das Oberflächenmaß auf ∂B(0, r) und λ das
d-dimensionale Lebesguemaß. Wir setzen ωd := σ1(∂B(0, 1)).

28. Es sei d ∈ N und r > 0.

(a) Zeige, dass dλ(B(0, r)) = rσr(∂B(0, r)).

Hinweis: Berechne ∆v für v(x) := |x|2/2.

(b) Zeige, dass σr(∂B(0, r)) = drd−1λ(Ω1). Folgere hieraus, dass

σr(∂B(0, r)) = rd−1ωd und λ(B(0, r)) =
ωdr

d

d
.

Hinweis: Zwiebelintegration

(c) Es sei d ≥ 2 und u ∈ C(Rd) ∩ C2(Rd\{0}) mit |Dju| ≤ c auf R
d\{0} für alle

j = 1, . . . , d. Setze f(x) := ∆u(x) für x ∈ R
d\{0} und f(0) := 0. Zeige, dass ∆u = f

im schwachen Sinn.

Hinweis: Verwende die Green’schen Formeln auf B(0, R)\B(0, δ) für R > 0 geeignet und δ → 0.

29. Die Mittelwerteigenschaft

Es sei d ∈ N. Für x ∈ R
d und f ∈ C(B(x, r)) definieren wir

 

∂B(x,r)
f(z) dσr(z) :=

1

rd−1ωd

ˆ

∂B(x,r)
f(z) dσr(z) =

 

∂B(0,1)
f(x+ rz) dσ1(z).

Es sei Ω ⊂ R
d offen und u ∈ C2(Ω).



(a) Es sei ∆u = 0 auf Ω und x ∈ Ω. Zeige, dass ϕ(r) :=
ffl

∂B(x,r) u(z) dσr(z) = u(x) für

alle r > 0 mit B(x, r) ⊂ Ω.

Anleitung: Zeige, dass limr→0 ϕ(r) = u(x) und dass ϕ′ = 0 ist.

(b) Nun erfülle u in einem Punkt x ∈ Ω die Mittelwerteigenschaft, d.h. es gelte

u(x) =

 

∂B(x,r)
u(z) dσr(z)

für alle r > 0 mit B(x, r) ⊂ Ω. Zeige, dass ∆u(x) = 0.

(c) Nun sei v ∈ C(Ω). Zeige, dass v genau dann in jedem Punkt x ∈ Ω die Mittelw-
erteigenschaft erfüllt, wenn v ∈ C∞(Ω) mit ∆v = 0.

Anleitung: Zeige durch Zwiebelintegration, dass die Regularisierung vε mit v übereinstimmt.

Bemerkung: Die Aufgabe zeigt insbesondere, dass der gleichmäßige Grenzwert von harmonischen Funk-

tionen wieder harmonisch ist.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:

http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss12/pde2012.html


