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Aufgabe 1.

(a) (2+2 Punkte) Es sei f : Rn −→ R eine im Punkte a ∈ Rn zweimal stetig partiell dif-
ferenzierbare Funktion und v ∈ Rn mit ‖v‖ = 1. Berechne die erste und zweite Ableitung
von g(t) := f(a+ tv) an der Stelle t = 0.

(b) (5 Punkte) Es sei f : R2\
{
(x, 0)T ∈ R2 | x ≤ 0

}
−→ R2 definiert durch

f(x, y) =

(
x

x2 + y2
,
−y

x2 + y2

)T

∀(x, y)T ∈ R2\
{

(x, 0)T ∈ R2 | x ≤ 0
}
.

Berechne f ′(x, y) und verwende dann die Kettenregel (Satz 5.4.1 im Skript), um für die
Funktion F (r, ϕ) := f(r cosϕ , r sinϕ), r > 0,−π < ϕ < π, die partiellen Ableitungen
Fr(r, ϕ) und Fϕ(r, ϕ) zu berechnen.

Aufgabe 2. (2+2 Punkte) Entscheide, ob folgende Funkionen differenzierbar sind und be-
stimme gegebenenfalls deren Ableitung:

(a) F : R −→ R, F (x) =

∫ 2x

0
cos(t2x) dt.

(b) G : (0,∞) −→ R, G(x) =

∫ x

1/x

e−t2/x

t
dt.

Aufgabe 3.

(a) (2 Punkte) Bestimme von der Funktion f : (−∞, 1/2)×(−∞, 1/2) −→ R, die gegeben
ist durch f(x1, x2) = 1

1−x1−x2
, das n-te (n ∈ N) Taylorpolynom im Punkte (0, 0)T .

(b) (2 Punkte) Bestimme von der Funktion f : (0,∞) × R −→ R, f(x, y) = xy das
Taylorpolynom 2-ter Ordnung im Punkt (1, 1)T .



Aufgabe 4. Es seien I, J ⊂ R zwei offene Intervalle, und f, g : D −→ R zwei auf D := I × J
stetige Funktionen. Dann ist die Gleichung

(1) f(x, y) + g(x, y)y′ = 0

eine Differentialgleichung zur Bestimmung einer unbekannten Funktion y : I0 −→ R mit
I0 ⊂ I und y(x) ∈ J für alle x ∈ I0. Genauer heißt so eine Funktion y : I0 −→ R eine
Lösung der Differentialgleichung (1), falls y auf I0 differenzierbar ist und falls

f(x, y(x)) + g(x, y(x))y′(x) = 0 ∀x ∈ I0.

Es sei G : D −→ R partiell differenzierbar auf D, und

(2) Gx = f und Gy = g auf D.

In diesem Fall nennt man die Differentialgleichung (1) exakt.

(a) (2 Punkte) Zeige: Falls y(x), wie oben beschrieben, eine Lösung von (1) ist, dann gilt

G(x, y(x)) ≡ C ∀ x ∈ I0 (für ein C ∈ R).

(b) (1 Punkt) Zeige: Ist y : I0 −→ R eine auf einem Teilintervall I0 ⊂ I differenzierbare
Funktionen, so dass y(x) eine Lösung der Gleichung

G(x, y(x)) ≡ C ∀ x ∈ I0

für irgend ein C ∈ R ist, dann ist y : I0 −→ R eine Lösung von der Differentialglei-
chung (1).

(c) (1 Punkt) Zusätzlich seien jetzt f und g stetig partiell differenzierbar auf D.
Zeige: Falls es eine differenzierbare Funktion G : D −→ R mit der Eigenschaft (2) gibt,
dann gilt

fy(x, y) = gx(x, y) ∀ (x, y)T ∈ D.

(d) (2 Punkte) Finde ein Beispiel für zwei stetig partiell differenzierbare Funktionen
f, g : D −→ R, für welche es keine differenzierbare Funktion G : D −→ R mit der
Eigenschaft Gx = f und Gy = g auf D gibt.

(e) (2 Punkte) Bestimme, ob die Differentialgleichung

2xy + x2y′ = 0 ∀ (x, y)T ∈ R2

eine exakte Differentialgleichung ist. Bestimme in diesem Fall für ein C ∈ R alle Intervalle
I0, auf denen es eine Lösung y : I0 −→ R gibt.


