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Elemente der Topologie: Blatt 5
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Seien X und Y topologische Raume und f: X — Y stetig. Es sei X separabel und f
surjektiv. Zeige, dass dann auch Y separabel ist!

Seien X und Y topologische Rdume, wobei Y die Hausdorff-Eigenschaft habe. Sei M eine
dichte Teilmenge von X und f: M — Y eine Funktion. Zeige, dass es dann hochstens eine
stetige Fortsetzung f : X — Y von f gibt, also hochstens eine stetige Funktion f X =Y
mit f(z) = f(z) fiir alle z € M!

Sei T, die euklidische Topologie und 7, die Sorgenfrey-Topologie. Zeige, dass eine Funktion
f: (R, Te) — (R,7:) genau dann stetig ist, wenn sie im Sinne der Analysis rechtsseitig
stetig ist!

Hinweis: Wir nennen f rechisseitig stetig im Sinne der Analysis, wenn fiir jedes t € R
und jede monoton fallende Folge (t,) mit ¢, — ¢ (im Sinne der euklidischen Topologie)
f(tn) — f(t) (im Sinne der euklidischen Topologie) gilt.

Sei (X, Tx) ein topologischer Raum und M C X. Die Topologie Tpr :={ONM : O € Tx}
heifst Spurtopologie oder Relativtopologie von M beziiglich X. Zeige:

(a) Seien (Aj)7_, abgeschlossene Teilmengen von X mit (J;_; Ay = X und sei Y ein
topologischer Raum. Fiir jedes k sei fi: Ax — Y eine beziiglich der Spurtopologie
auf Ay, stetige Funktion. Es gelte fi(z) = fi(x) fir x € A N Ap. Dann gibt es genau
eine stetige Funktion f: X — Y mit f(z) = fi(x) fiir alle z € A.

Bemerkung: Dies ist eine abstrakte Version der Uberlegungen, die man anstellt,
wenn man nachpriift, dass eine stiickweise definierte Funktion stetig ist.

(b) Die Aussage des vorigen Aufgabenteils wird falsch, wenn man abzéhlbar unendlich
viele Mengen (Ay)g2, zuldsst.

(c) Seien f,g: X — R stetige Funktionen. Dann ist die Funktion f A g, die durch durch
(fNg)(x) = f(z) Ag(x) = min{f(x),g(x)} definiert ist, ebenfalls stetig.
Tipp: Zeige, dass {z € X : f(x) < g(z)} abgeschlossen ist!
Hinweis: Die Aussage, dass f — g stetig ist, steht noch nicht zur Verfiigung, wird
aber zur Losung der Aufgabe auch nicht zwingend bendtigt.

Zeige, dass es eine folgenstetige Funktion gibt, die nicht stetig ist!

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss11/topo.html
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