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Losungen Elemente der Topologie: Klausur 1

(a)

Definieren Sie den Begriff topologische Basis!

Losung: Sei Q2 # (. Ein Mengensystem B C P(Q2) heift topologische Basis, falls es
zu jedem x €  ein B € B mit x € B gibt und es zu je zwei Mengen By und B in B
und x € B; N By ein By € B gibt mit x € By C B; N Bs.

Sei B eine topologische Basis iiber dem Grundraum 2 # (). Zeigen Sie nur unter
Verwendung der Definitionen, dass

T={0CQ|VeeO3IBeB:x€ BCO}

eine Topologie auf € ist!

Losung: Es ist ) € T, da es kein o € () gibt, die Bedingung in 7 also leer ist. Es ist
Q € 7 nach dem ersten Teil der Definition einer Basis.

Seien nun (Og)acr in 7 und O = {J,e; Oa- Zu x € O gibt es dann o € I mit
x € Oqy. Wegen Oy, € T gibt es B € Bmit x € B C Oy, C O, was O € T zeigt.
Seien nun O und Oz in 7 und O =01 N O0y. Zu x € O gibt es By € Bund By € B

mit x € By C O1 und z € By C O,. Es gibt By € B mit x € By C B1 N By C O.

Somit ist O € T.

Definieren Sie den Begriff normaler topologischer Raum)

Losung: Ein Hausdorff-Raum X heif$t normal, falls es zu je zwei abgeschlossenen
Teilmengen A7 und A von X mit Ay N Ay = () offene Mengen O und Oy gibt mit
Ay C O1, Ay C O und 01N 09 =10.

Sei X ein Hausdorff-Raum. Zu jeder abgeschlossenen Menge A C X und jeder
stetigen Funktion f: A — [0,1] gebe es eine stetige Funktion g: X — [0, 1] mit
gla = f. Zeigen Sie, dass X normal ist!

Losung: Seien A1 und As abgeschlossene Teilmengen von X mit A; N Ay = (). Dann
ist A := A; U Ay auch abgeschlossen und f: A — [0, 1] definiert durch f(z) := 0
fir x € Ay und f(z) =1 fiir v € Ay ist wohldefiniert. Es ist nach Definition sofort

klar (und folgt auch aus dem Klebelemma, Aufgabe 16), dass f stetig auf A ist.

Sei g eine stetige Fortsetzung von f auf X und setze O; = g~ !((—oo0, %)) und
Oy = g_l((%, 00)). Dann sind O; und O; offen und es gilt A; C O, Ay C Oz und

01N 0Og = 0.

Definieren Sie den Begriff gerichtete Menge!

Losung: Eine Menge I heifst gerichtet beziiglich einer Relation <, falls < reflexiv
(¢ < fir alle ¢ € T) und transitiv (¢ < j und j < k impliziert ¢ < k) ist und je zwei
Elemente von I eine obere Schranke besitzen (zu i und j in I gibt es k € I mit i < k
und j < k).

Sei (x;)ier ein Netz in einem topologischen Raum 2 und z ein Haufungswert von
(z;)ier- Zeigen Sie, dass ein Teilnetz von (x;);cr gegen = konvergiert!

Losung: Setze J := {(i,U) : i € I, U € U(x)}. Dann ist J eine gerichtete Menge
beztiglich (i1,U1) > (i2, Us) genau dann, wenn i; > io und U; C Us. Reflexivitét und
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Transitivitét sind offensichtlich, und zu (i1, U;) und (i2, Uz) ist (ig, Up) eine obere
Schranke, wobei iy eine obere Schranke von i1 und 45 sei und Uy := Uy N Us gesetzt
wird.

Nach Definition eines Haufungswerts gibt es zu jedem j = (i,U) € J ein f(j) € I
mit f(j) > 7 und xy(;) € U. Die Abbildung f: J — I kofinal ist, denn zu ig € [
gilt f(j) > ip fiir alle j > jo = (i0,2) € J. Also ist (wy(;))jes ein Teilnetz von
(7i)ier- Bs gilt x¢;) — z, denn ist Uy € U(x), so gilt xy;) € U C Up fiir alle
Jj=(,U) > jo = (io, Up), wobei ig € I beliebig gewéhlt ist.

4. Sei X = {0,1}N mit der Produkttopologie versehen, wobei {0,1} jeweils die diskrete

Topologie P({0,1}) trage. Der Linksshift ¢: X — X ist mittels £((bg)ren) = (bk+1)keN
definiert. Zeigen Sie, dass ¢ stetig ist.

Losung: Sei m,: X — {0,1} die Projektion in die n.te Koordinate. Dann gilt 7, 0 f = w41
nach Definition von f. Also ist m, o f stetig fiir alle n € IN, womit die Stetigkeit von f aus
den Satzen iiber die Produkttopologie folgt.

Zeigen Sie, dass es eine Folge gibt, die einen Haufungswert, aber keine konvergente Teilfolge
besitzt, indem Sie eine solche explizit angeben und durch Verweis auf die entsprechenden
Resultate aus der Vorlesung oder Ubung begriinden, dass sie die gewiinschten Eigenschaften
hat!

Losung: Sei I == {0,1}N und X = {0,1}!. In der Ubung wurde nachgewiesen, dass die

durch z,((b;)ienw) = by, definierte Folge (z,,) in X keine konvergente Teilfolge besitzt.

Da sie aber ein Netz in dem kompakten Raum X ist, besitzt sie laut Vorlesung einen
Héufungswert.

Sei X ein topologischer Raum, Y # () eine Menge und f: X — Y eine surjektive Funktion.

Der Raum Y sei beziiglich der von f vorwérts induzierten Topologie zusammenhéngend
und zudem sei f~!({y}) fiir jedes y € Y eine zusammenhingende Teilmenge von X . Zeigen
Sie, dass dann X zusammenhéngend ist!

Erinnerung: Die von f vorwirts induzierte Topologie ist {O C Y : f71(0) C X offen}.
Anleitung: Seien O7 und Os offen mit X = O; U Oy und O N Og = 0. Zeigen Sie, dass
die Mengen Uy == {y € Y : f~1({y}) C O} offen sind und U3 UUs =Y und U; N Uz = ()
erfiillen!

Losung: Seien O und Oy offene Teilmengen von X mit X C O; U Os und O1 N Oy = (.
Fiir jedes y € Y gilt dann fiir X, :== f~({y}) offenbar X, C O1UO2 und O1NO2N X, = 0.

Weil X nach Voraussetzung zusammenhéingend ist, folgt daraus, dass entweder X, C O
oder X, C O gilt.

SeiUy ={yeY : Xy, CO1}und Uy :=={y €Y : Xy C O2}. Dann ist Uy UU; =Y und
Ui NUy = (). Zudem ist

A ioy=U v =U xycon

yeUy yelU;
und analog dazu f~1(Uy) C Oa. Wegen f~H(U; UUs) = X = 01 U Oy folgt f~1(Uy) = Oy
und f *I(UQ) = (. Nach Wahl der Topologie von Y sind U; und U; also offene Mengen.

Weil Y zusammenhingend ist, folgt aus den obigen Uberlegungen U; = () oder Uy = 0,
also O = f71(U;) = 0 oder Oy = f~1(Us) = (. Wir haben gezeigt, dass X nicht

unzusammenhéngend ist.
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